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背景

2



量子多体系の典型的なエンタングルメント

• 今回の興味は典型的な状態 = 全系の Hilbert空間の一様ランダム状態

• Entanglement spectrum: 縮約密度行列 𝜌sys = Trenv|𝜓⟩⟨𝜓| の固有値

⇒ 厳密な評価: ランダム行列の Laguerreアンサンブル¹

¹(Foong & Kanno, 1994; Page, 1993; Sen, 1996; Sánchez-Ruiz, 1995)
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ランダム行列の Laguerre unitary ensemble
全系の Hilbert空間から一様ランダムな状態を準備²

²(Forrester, 2010; Nechita, 2007; Zyczkowski & Sommers, 2001)

i.i.d. 𝑊sys,env ∼ 𝒞𝒩(0, 1),  |Ψ⟩ = ∑
sys,env

𝑊sys,env|sys,env⟩ ⇒ 𝜌sys = 𝑊𝑊 †

⇒ランダム行列の Laguerre unitary ensemble (LUE)

𝜌sys の固有値 𝜆 の同時分布は𝛽 = 2の Laguerre分布:

𝑝(𝜆1, …, 𝜆𝑚) ∝ ∏
𝑚

𝑖=1
𝜆

𝛽
2 (𝑛−𝑚+1)−1
𝑖 𝑒−𝜆𝑖 ∏

1≤𝑖<𝑗≤𝑚
|𝜆𝑖 − 𝜆𝑗|𝛽
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時間反転対称性と Laguerreアンサンブルの Threefold Way

𝑝(𝜆1, …, 𝜆𝑚) ∝ ∏
𝑚

𝑖=1
𝜆

𝛽
2 (𝑛−𝑚+1)−1
𝑖 𝑒−𝜆𝑖 ∏

1≤𝑖<𝑗≤𝑚
|𝜆𝑖 − 𝜆𝑗|𝛽

時間反転対称性(TRS): 𝒯𝜌sys𝒯−1 = 𝜌sysを課すと、𝛽 = 2の他に𝛽 = 1, 4

Laguerreアンサンブルの Threefold way³

³Dyson, 1962: Hamiltonianに対する threefold way

𝒯2
+ = +𝟙 No TRS 𝒯2

− = −𝟙
(𝒯+ ≃ 𝐾) (𝒯− ≃ 𝜎𝑦𝐾)

𝛽 = 1 𝛽 = 2 𝛽 = 4
Laguerre orthogonal, unitary, symplectic ensemble

LOE LUE LSE
|Ψ⟩ : 実ベクトル 複素ベクトル 未知 4

4Kramersの定理: 𝒯2
− = −𝟙の時間反転演算子は固有状態を持たない
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問題の整理とその解決
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問題と解答

Q1. 𝜌sysの固有値分布が LSEに従う量子系はあるか？

Q2. 一般の対称性を課すと Threefold way以外が現れるか？
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問題と解答

Q1. 𝜌sysの固有値分布が LSEに従う量子系はあるか？

A1. ある。LOEの設定で TRSを fractionalizeすればよい。

Q2. 一般の対称性を課すと Threefold way以外が現れるか？

A2. 現れない。すべて Threefold wayの直和に帰着する。
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1. LSEになる量子系を探す

要求 𝒯+𝜌sys𝒯−1
+ = 𝜌sys 𝒯−𝜌sys𝒯−1

− = 𝜌sys

純粋状態の存在 Yes, 𝒯+|Ψ⟩ = |Ψ⟩ No, 𝒯−|Ψ⟩ ≠ |Ψ⟩

全系の純粋状態 実ベクトル ???

⇓

時間反転対称性の fractionalization

𝒯2 = [𝒯𝑆 ⊗ 𝒯𝐸]2 = +𝟙

↙  𝒯 = Υ(𝒯𝑆 ⊗ 𝒯𝐸)Υ† ↘

𝒯2
𝑆 = −𝟙

                     
𝒯2

𝐸 = −𝟙

Υ: LOEの TRS純粋状態を fractionalize → LSEが構成できる？
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2. 一般の対称性を満たす状態をどのように構成するか
• Entanglement spectrumは unitary不変⇒単純化
• 空間次元によらずオンサイト対称性を 1サイトに凝縮可能

𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔)

𝑈†

𝑈

𝑈†

𝑈
= 𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔)

TRSのΥに対応するΩがあれば、𝐺0も fractionalize可能

=線型表現𝐷 ⊗ 𝐷を射影表現 5𝒟 ⊗ 𝒟に変換する操作

5𝒟(𝑔)𝒟(ℎ) = 𝜔(𝑔, ℎ)𝒟(𝑔ℎ),  𝜔 ∈ 𝑈(1)

𝐷(𝑔) 𝐷(𝑔)

Ω

Ω†

= 𝒟(𝑔) 𝒟(𝑔)
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一般的な設定

𝑃

𝒰

𝑙 𝑟𝐿 𝑅

Ω
Υ

• 𝐺 = 𝐺0 or  𝐺0 ⋊ ℤ𝒯
2  (𝐺0: unitary, ℤ𝒯

2 : anti-unitary)

• 𝑙, 𝑟: それぞれ|𝐺0|次元 (正規表現:基底は⟨𝑔|𝑔′⟩ = 𝛿𝑔,𝑔′ )

• 𝑃 : 𝑙 ∪ 𝑟 の |𝐺0|2 次元空間を以下の𝐺0-対称な基底が張る |𝐺0| 次元空間に射影:

∀𝑔 ∈ 𝐺0,  |𝜓𝑔⟩ =
1

√|𝐺0|
∑

ℎ∈𝐺0

|ℎ𝑔⟩|ℎ⟩
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一般的な設定

𝑃

𝒰

𝑙 𝑟𝐿 𝑅

Ω
Υ

• 𝒰 ∼ 射影された𝑑𝐿𝑑𝑅|𝐺0|次元空間の Haar測度、𝐿, 𝑙, 𝑟, 𝑅 をもつれさせる:

|Ψ⟩ = ∑
𝐿,𝑔∈𝐺0,𝑅

𝑐𝐿,𝑔,𝑅|𝐿⟩|𝜓𝑔⟩|𝑅⟩ =
1

√|𝐺0|
∑

𝐿,𝑔𝑙,𝑔𝑟,𝑅
𝑐𝐿,𝑔−1

𝑟 𝑔𝑙,𝑅|𝐿⟩|𝑔𝑙⟩|𝑔𝑟⟩|𝑅⟩

• Ωは 𝐺0 を、Υはℤ𝒯
2をそれぞれ fractionalize

Ω = ∑
𝑔𝑙,𝑔𝑟

𝜔(𝑔𝑟, 𝑔−1
𝑟 𝑔𝑙)|𝑔𝑙, 𝑔𝑟⟩⟨𝑔𝑙, 𝑔𝑟|,  Υ =

1 − 𝑖
2

(𝟙4 − 𝑖𝜎𝑦 ⊗ 𝜎𝑦)
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結果と結論
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Threefold wayへの直和分解
Entanglement spectrumの統計は、𝐺 = 𝐺0のとき、

⨁
𝛼

[
𝟙𝑑𝛼

𝑑𝛼
⊗ 𝐋𝐔𝐄𝑑𝐿𝑑𝛼×𝑑𝑅𝑑𝛼

𝛼 ],

𝐺 = 𝐺0 ⋊ ℤ𝒯
2のとき、

[⨁
𝛼:𝑅1

𝟙𝑑𝛼

𝑑𝛼
⊗ 𝐋𝐎𝐄𝑑𝐿𝑑𝛼×𝑑𝑅𝑑𝛼

𝛼 ] ⊕ [⨁
𝛼:𝑅0

𝟙2𝑑𝛼

𝑑𝛼
⊗ 𝐋𝐔𝐄𝑑𝐿𝑑𝛼×𝑑𝑅𝑑𝛼

𝛼 ] ⊕ [ ⨁
𝛼:𝑅−1

𝟙𝑑𝛼

𝑑𝛼
⊗ 𝐋𝐒𝐄𝑑𝐿𝑑𝛼×𝑑𝑅𝑑𝛼

𝛼 ].

一般の対称性を課しても
Laguerreアンサンブルの Threefold wayへの分解で書き尽くせる 6

6Dyson (1962) の Gaussian threefold wayの Laguerre version
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結論

𝑃

𝒰

𝑙 𝑟𝐿 𝑅

Ω
Υ

従来
• LSEに従う系は未知だった

本研究
• LOEの時間反転対称性を fractionalizeすることで LSEを構成できた

• LSEの構成を広いクラスの対称性に一般化した
• Entanglement spectrumの統計が Threefold wayで書き尽くせることを示した
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群コホモロジーと SPT相

Symmetry fractionalization

∀𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺,  𝐷(𝑔)𝐷(𝑔′) = 𝐷(𝑔𝑔′)

↙    ↘

𝒟(𝑔)𝒟(𝑔′) = 𝜔(𝑔, 𝑔′)𝒟(𝑔𝑔′)
 

𝒟′(𝑔)𝒟′(𝑔′) = 𝜔(𝑔, 𝑔′)𝒟′(𝑔𝑔′)

2-cocycle 𝜔 の同値を各元の位相変換 𝒟new(𝑔) = 𝑒𝑖𝜙(𝑔)𝒟(𝑔) で定義 → 同値類

この同値類に応じて対称性に保護されたトポロジカル相(SPT相)が分類される

群の 2-cocycleの同値類 : 2次群コホモロジー 𝐻2(𝐺, 𝑈(1))
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Kramersの定理
Q. 全系の (𝑢𝐾)2 = ±𝟙 TRS純粋状態からそれぞれ LOE, LSEの𝜌sysを構成できる？

A. LOEは可能、LSEは TRS状態が定義できないので不可能

Proof (LOE) :

(𝑢𝐾)2 = 1のとき、𝑤𝑠,𝑒を複素正規分布ではなく実正規分布からサンプルす
れば、𝑢 = 𝟙より𝑢𝐾𝜌sys𝐾𝑢† = 𝜌sys = 𝜌sysにできるので、𝛽 = 1となる。 □

Proof (LSE) :

(𝑢𝐾)2 = −1のとき、全系の TRS純粋状態|Ψ⟩が存在すると仮定すると、

時間反転𝒯を作用した状態と元の状態が同じであることから、

⟨Ψ|𝒯Ψ⟩ ≠ 0であるはず (ここで𝑢𝐾|Ψ⟩ = |𝒯Ψ⟩)。

反ユニタリ演算子の定義から⟨Ψ|𝒯Ψ⟩ = ⟨𝒯2Ψ|𝒯Ψ⟩、

(𝑢𝐾)2 = −1から⟨𝒯2Ψ|𝒯Ψ⟩ = −⟨Ψ|𝒯Ψ⟩、従って⟨Ψ|𝒯Ψ⟩ = −⟨Ψ|𝒯Ψ⟩ = 0.

矛盾するので、全系の TRS純粋状態は定義できない(Kramersの定理)。 □
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